LEICHTE ANALYSIS, DIE
RicCcATI-GLEICHUNG DURCH EINEN
KETTENBRUCH AUFZULOSEN *

Leonhard Euler

§1 Schon vor langer Zeit habe ich freilich die Auflosung der Riccari-
Gleichung durch einen Kettenbruch angegeben, aber dabei eine nicht gerade
unaufwandige Methode gebraucht, die ziemlich abstruse Transformationen
verlangte. Nun hat sich mir ein anderer weit leichterer Weg offenbart, dasselbe
zu leisten, weil welcher zu einem um Vieles leichteren Kettenbruch fiihrt, ist
es mir nicht unwiirdig erschienen, dass ich ihn veroffentliche, besonders weil
geistreiche Geometer begonnen haben, diesen Gegenstand mit grofitem Eifer
zu erforschen.

§2 Ich betrachte aber die Riccati-Gleichung in dieser Form ausgedriickt:

ady + yydx = x"2dx,

welche ich aber auf diese Weise darstelle:
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byd

ady — = 4 yydx = 2" 2dx,

welche in Wirklichkeit nicht allgemeiner ist als die erste; denn nach Setzen
von y = x1v wird

dy = xido + §x$vdx,

auf diese Weise wird der neu eingefiihrte Term wiederum beseitigt werden,
und es wird die folgende Gleichung entspringen:

b 2 _
axado + x= vvdx = x"2dx.

Aber die angenommene Form ist besonders fiir unser Unterfangen geeignet;
ich setze aber zusitzlich y = %, und lege der Kiirze wegen a + b = c fest, dass
die folgende Gleichung hervorgeht:

axdz — czdx + zzdx = x"dx.

§3 Es geschehe nun diese Substitution:

x
z=c+—,

so dass gilt

npx"ldx — x"dp
pp ’

dz



und nach der Substitution und nach Beseitigen der Briiche wird zu dieser
Gleichung gelangt werden:

axdp — (c 4+ na)pdx + ppdx = x"dx,

welche der ersten nahezu vollkommen gleich ist; sie unterscheidet sich nam-
lich nur darin, dass wir im zweiten Term anstelle von ¢ hier ¢ + na haben.

§4 In dieser Gleichung wollen wir nun weiter setzen

n

x
p:c+na+;,

und nach Durchfiihren der Rechnung werden wir zur folgenden Gleichung
gelangen:

axdq — (¢ + 2na)qdx + gqdx = x"dx,

welche wir freilich unmittelbar aus der vorhergehenden hétten ableiten kon-
nen, indem wir natiirlich g anstelle von p schreiben und den Koeffizienten
des zweiten Termes, der ¢ + na war, erneut um die Grofse na vermehren.

§5 Auf die gleiche Weise wird eingesehen, wenn wir hier weiter setzen

n

X
q:c+2na+7,

dass diese Gleichung hervorgehen wird:

axdr — (¢ + 3na)rdx + rrdx = x"dx,



und weiter, wenn ich hier festlege

n

r:c+3na+x?,

wird diese Gleichung hervorgehen:

axds — (c + 4na)sdx + ssdx = x"dx.

Und so lasst sich weiter bis ins Unendliche fortschreiten.

§6 Wenn wir daher nun anstelle der Buchstaben p, g, r, s etc. nacheinander
die jeweiligen Werte einsetzen, werden wir fiir die Variable z den folgenden
ziemlich gefilligen Kettenbruch auffinden:

z=c+

c+na—+

c+2na +

¢+ 3na+

4 S
¢dnat ¢+ 5na + etc.

woher der Wert y der vorhergehenden Gleichung, die, wegen b = c — 4, diese
war

ydx

ady + (a — C)T + yydx = x"2dx,

mit diesem Kettenbruch ausgedriickt werden wird:



y—x o
c+na+

n

2 -
¢t na+c+3nu+etc.

§7 Daher wird also fiir die zuerst vorgelegte Gleichung;:

ady + yydx = x"2dx,

wo nattirlich ¢ = a ist, sein

xn

(14 3n) +etc.

a(l+2n)+ .

§8 Wenn daher also umgekehrt dieser Kettenbruch vorgelegt wird:

zZ=c+

x?’l

c+na—+

n

2 -
¢t nu+c+3na+etc.

sind wir nun sicher, dass der Wert von z durch diese Differentialgleichung
bestimmt:

axdz — czdx + zzdx = x"dx,



deren Integral also, in entsprechender Weise genommen und an diesen Fall
angepasst, den Wert jenes Kettenbruches liefern wird; nattirlich muss das
Integral so bestimmt werden, dass nach Setzen von x = 0 z = ¢ wird, wenn
freilich n eine positive Zahl war; aber wenn es negativ war, muss z = ¢ her-
vorgehen, nachdem x = oo gesetzt worden ist.

§9 Daher konnen viele aufSerordentliche Schlussfolgerungen fiir die Félle
abgeleitet werden, in denen die vorgelegte Differentialgleichung eine Integra-
tion zuldsst. So wird fiir die zuerst angenommene Gleichung, wo ¢ = a ist,

wenn wir n = 2 setzen, ady + yydx = dx sein, woher dx = fidyyy erschlossen
wird, deren Integral dieses ist

1 T4y
x+tx—2log1_y,

und durch Ubergehen zu Zahlen Aes = %, woher umgekehrt sein wird

At -1

; (Aes —1)
Ae +1

, und daher z=xy=x—-73 ,
Aea +1

welcher Wert die Summe dieses Kettenbruches erfassen wird:

XX

XX

xx
5a +

7a

N xXx
9a + etc.

weil welcher z = a liefert, nachdem x = 0 genommen worden ist, kann daher
der Wert der Konstante A in herkommlicher Weise bestimmt werden.



§10 Weil wir also, wegen z = xy, gefunden haben

(Aes —1)x
Aed +1

muss die Konstante A so bestimmt werden, dass, nachdem x = 0 gesetzt
worden ist, z = a wird. In diesem Fall verschwindet aber die ganze Formel,
wenn nicht auch ihr Nenner zugleich verschwindet, was nur geschehen kann,
wenn A = —1 genommen wird. Weil also gilt

2x 2x

1 a 1 o
Z:—x( +e2l):x(;—e ),
1—en er —1

wird fiir ein quasi unendlich klein angenommenes x dann e = 1+ 2 wer-
den, weswegen wir in diesem Fall haben werden

und daher wird, nachdem x = 0 gesetzt worden ist, z = a werden, vollkom-
men wie es verlangt wird. Deshalb wird der Wert unseres hier vorgelegten
Kettenbruches sein

14e5
Z:x@*e),
es —1

welcher auch auf diese Weise dargestellt werden kann

(ea +e7)

Z=X—
s —ea

der Zahler welches Bruches, nach Entwicklung in eine Reihe, wird



2 1—|—1g+lx4+ 1 X6—|—etc
2aa 24a4*  720ab

Der Nenner wird hingegen diese sein

2efp Lo, Lt 12 ),
a " " 6aa " 1204% " 5040 a8

woher wir erlangen

1+%Z§+24u4 +720a6 + etc.

z =
1 1 xx 1 x4
J(I+gn + 04 +5040a6 + etc.)

§11 Wenn wir daher also 2 = 1 nehmen, dass wir diesen Kettenbruch haben:

X —X XX
o e te™) ,
eX —e* xx
3+
54
7 + etc.

wird derselbe Kettenbruch auch so ausgedriickt werden:

1xx
T+o0 T 24a4 +720516 + etc.

1 xx 1 x4
I+em T o +5040a6 +etc

welche beiden Reihen umso mehr konvergieren, ein umso kleinerer Wert x
zugeteilt wird. Natiirlich, wenn x = 1 gesetzt wird, wird der Wert dieses
Kettenbruches:



1+

3+

5+
7+

9 + etc.

sein

el+e ! eet+1
el —e 1 ee—1"

§12 Aber auch dieser Kettenbruch selbst konvergiert sehr stark. Wenn wir
ndmlich die Indizes 1, 3, 5, 7 etc. der Reihe nach anordnen und auf gewohnte
Weise die Briiche darunter schreiben, werden sie ununterbrochen niher zum
wahren Wert dieser Form voranschreiten; die Gestalt dieser Operation wird
aber diese sein:

4 21 151 1380
3 16" 115" 1051

damit aber klar zu tage tritt, wie schnell diese Gleichheiten zur Wahrheit
konvergieren, werden die Differenzen zwischen den benachbarten Termen
betrachtet, die abwechselnd positiv und negativ sein werden und der Reihe
nach so fortschreiten:

1 1 -1 1 -1
o, Y + ’ ’ + ’ .
3 3-16" 16-115 115-1051 1051 - 11676
Nun wissen wir also sicher, dass der Fehler unseres letzten Bruches %

. . 1 o 1 . . .
gewiss kleiner als 15z177¢7 = Taa1a7¢ iSt- Weniger als das weicht er also vom



wahren Wert % ab.

§13 Hier tut sich aber die Frage von grofiter Bedeutung auf, wie grofs der
Wert des fiir z gefundenen Kettenbruches ist:

XX
xXx

3 -
a+ 5a + etc.

wenn wir —tt anstelle von xx schreiben, dass x = ty/—1 ist. Dann werden wir
aber haben

=1 + —tv/—1
—€ a e a
zZ= -1 tv/—1 /=17
e a — € a

woraus also die imagindren Grofien herausgeworfen werden miissen. Weil
aber gilt:

e’V = cosg++—1sing
und

e V1 = cosp —V—1sin g,

wird der gesuchte Wert sein

t t
z=_—7 = tcot —,
tana a

welches also der Wert dieses Kettenbruches ist:

10



tt
tt

tt

5 = 7a — etc.

Aber aus jener Gleichung, nachdem t = 0 gesetzt worden ist, wird offenbar

zZ=d.

§14 In diesem Fall, in dem es moglich gewesen ist, die Werte dieser Ketten-
briiche tatsdchlich entweder durch Exponentialformeln oder durch Kreisbogen
zu bestimmen, hat die erste vorgelegte Gleichung einen Integration zugelassen.
Weil ja aber unendlich viele andere integrierbare Fille gegebenen sind, wollen
wir noch den Fall n = —2 untersuchen und die erste Gleichung wird diese sein

dx
ady + yydx = e

wo natiirlich ¢ = a ist, wollen wir, um sie zu integrieren, setzen

nach welcher Substitution diese Gleichung hervorgehen wird:

_ e 2pa PP
xx x> x| 1
oo 20 xt!
+—= +—=
xx x
wo also verlangt wird, dass « = a und B = 1 und daher entweder g = +1
oder B = —1 ist. Und so haben wir zwei Werte fiir y, von welchen
T . a 1 . . a 1
der eine dieser ist y = —+ —, der andere hingegen dieser y = — — —.
X oxx X oxx
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§15 Aber diese Integrale sind nur partikuldre Integrale; fiir unser Ziel miis-
sen wir aber das vollstdndige Integral kennen, damit natiirlich die beliebige
Konstante an die Umstdnde der Frage angepasst werden kann. Weil wir aber
zwei partikuldre Werte haben, wollen wir sie wie folgt festlegen

E—i-i—p und E—i:q,

X XX X XX

so dass in Wirklichkeit gilt

dx dax
adp + ppdx = P und adg + qqdx = e

und von jeder dieser beiden werde die zu integrierende Gleichung selbst
subtrahiert, und es werden diese zwei Gleichheiten entspringen:

a(dy —dp) +dx(yy — pp) =0

und

a(dy —dq) +dx(yy —qq) =0,

von welchen jene durch y — p, diese hingegen durch y — g dividiert diese
Gleichungen liefert:

(dy —dp)
a~—— L dx(y + =0
—p (y+p)
und
dy —d
u(i_qq) +dx(y+q) =0,

12



von welchen diese von jener subtrahiert zuriickldsst

Ay —dp) _ (dy—dqg)

+dx(p—qg) =0,
T p — (p—9q)

deren Integral also dieses ist

abay—P)—abe—q%+/dﬂp—q)=met

Weil also p — g = % ist, wird sein

/dﬂp—q):—i,

und so werden wir haben

— 2
alog y—P _ C+ -,
y—4q x
woher weiter erschlossen wird
u = Aea‘f
y—q

: . Ny 2 .
§16 Wir wollen hier der Kiirze wegen e=x = w setzen, woher erschlossen wird

_ p—Awg
Y= 1"A0’

und, nachdem fiir p und g die urspriinglichen Werte wieder eingesetzt worden

13



sind, wird man haben

 14ax+ (1 —ax)Aw
N xx(1 — Aw)

Und daher wird weiter sein

 14ax+ (1 —ax)Aw 1+ Aw

x(1—Aw) o x(1-Aw)
Weil aber ¢ = a und n = —2 ist, wird unser fiir z gefundener Kettenbruch
dieser sein
+ L
z=a
2
—a _|_ =
—3a + =

-5 _

a+ —7a + etc.

§17 Weil nun in diesem Ausdruck, nachdem x = co genommen worden ist,
z = a wird, muss jene beliebige Konstante A in passender Weise bestimmt
werden, weswegen, nach Setzen von x = oo, auch werden muss

1+Aw 0

x(1— Aw) ’
hier ist aber w = eir, welcher Wert, nachdem x = oo genommen worden ist,
= 1 wird, nach Bemerken wovon 0 = x(lfr_AA) werden muss. Weil aber daher A
noch nicht bestimmt wird, muss diese Untersuchung genauer durchgefiihrt
werden; nachdem natiirlich x sehr groff angenommen worden ist, wird aus

dem Kettenbruch, der durch ein einziges Glied fortgesetzt worden ist,

14



1
z=a4— —,
axx

welchem also dieser Ausdruck gleich werden muss

1+ Aw
at x(1—Aw)’
und daher muss sein
1+ Aw ;1

1—Aw  ax’

woher erschlossen wird

Aw:1+ax:A<1+2>,
1—ax

und so wird sein

A ax(1+ ax)
C (1—ax)(2+ax)’
Nachdem hier x = oo gesetzt worden ist, geht A = —1 hervor, und daher wird
sein
T x(1+w)

withrend w = e ist, der Wert welches Ausdruckes auch durch gemeine Rei-
hen hinreichend angenehm ausgedriickt werden kénnen wird. Weil ndmlich
W = ew ist, wird der Bruch %;—i in dieser Form ausgedriickt werden konnen:

15



-1 1
eux — eix
-1 1
e + eax

4

deren Zdhler in diese Reihe entwickelt wird:

-2 i—I— ! + ! + etc
ax  6a3x3  120a°x5 )

der Nenner wird hingegen sein

211+ L + ! + 1 + etc
2a2x2  24a4x* ' 720abx6 A

Dann ist es offenbar, dass gelten wird

1 1 1
(E + 6a3x3 + 120a°x> + etc.)

1 1 1 :
x(l + 2a2x2 + 24a4x4 + 720a6x0 + etc.)

§18 Weil zusitzlich in den dem ersten folgenden Briichen die absoluten Teile
negativ sind, ist es leicht moglich, sie in positive zu verwandeln. Es werde

namlich z = a + ’%2 gesetzt, dass ist

woher wird

16



52+ 7a + etc.

. 2, .
Daher, weil z = a — ’i—v ist, werden wir, nachdem anstelle von —v der Wert
eingesetzt worden ist, haben

54 + 7a + etc.

§19 Wir wollen nun wiederum den allgemeinen Kettenbruch betrachten, der
fiir z gefunden worden ist und der war

zZ=cC++

c+na+

c+ 2na+

n

C+3m+c+4na—|—etc.

wo die Werte von z aus dieser Differentialgleichung:

axdz — czdx + zzdx = x"dx

bestimmt werden. Nun legen im Kettenbruch alle absoluten Teile, welche c,
¢+ na, ¢ + 2na, ¢ + 3na etc. sind, eine nach der Differenz na wachsende arith-
metische Progression fest, aber die Zdhler sind alle einander gleich, natiirlich
x". Daher wird also umgekehrt, sooft ein solcher Kettenbruch auftaucht, sein

17



Wert durch eine sich auf Geschlecht der Riccari-Gleichung beziehende Diffe-
rentialgleichung bestimmt werden konnen, was wir im folgenden Problem
genauer weiterverfolgen wollen.

PROBLEM

§20 Nachdem im Allgemeinen dieser Kettenbruch vorgelegt worden ist:

z=m+

m-+n-+

A
m+2n +

m+3n+m—i—4n—i—etc.

dessen absolute Teile in einer arithmetischen Progression fortschreiten, die
Zidhler aber alle einander gleich sind, sein Wert z auf die Auflosung der Ric-
caTI-Gleichung zuriickzufiihren.

LOSUNG

Wenn diese Form mit der gerade zuvor angefiihrten verglichen wird, ist es
ersichtlich, dass sie in diese umgewandelt wird, wenn wir a =1 und c = m
setzen, dann muss aber der Potenz x" der Wert A zugeteilt werden, was sich
freilich nur nach durchgefiihrter Integration machen lasst. Deswegen muss
der gesuchte Wert fiir z aus dieser Differentialgleichung;:

xdz — mzdx + zzdx = x"dx

deriviert werden:

§21 Um nun diese Gleichung auf die {ibliche Form der RiccaTti-Gleichung
zuriickzufiihren, wollen wir z = x™v setzen, dass natiirlich die Gleichung auf

18



drei Terme reduziert wird:

" ldo + vox®dx = x"dx,

welche, durch x™+1 dividiert, in diese iibergeht:

do + vox™ ldx = x" " Ly,

um welche Form vollkommen auf die Riccatr’sche zuriickzufiihren, wollen

wir x™ = t setzen, dass x™ ldx = % und x = tn wird, und daher schliefdlich

1 —m
dx = —tlm
m

n—m—1
m
7

und "l = ¢

nach Einsetzen von welchen unsere Gleichung werden wird

Z)Z)dt 1 n—2m n—=2m
= m

dv + Et m dt, oder mdv+ vodt =1 dt,

m

welches die von Riccatr vorgestellte Gleichung selbst ist.

§22 Wir wollen nun eingehender alle Fille betrachten, in denen diese Glei-
chung eine Auflosung zuldsst, welches diese sind, wann immer im Term auf
der rechten Seite der Exponent % in dieser Form enthalten ist %, wiah-
rend i irgendeine ganze Zahle bezeichnet, ob eine positive oder eine negative.
Wir wollen also 2=2" — —2;&1 setzen, und indem auf beiden Seiten zwei
addiert wird, werden wir ;. = 212? haben, woher zugleich m = 2i +1 und
n = 2 genommen werden konnen wird. Daher tritt es klar zu tage, dass nach
Nehmen von n = 2, sooft m irgendeine ungerade Zahl war, ob positiv oder
negativ, der Wert des Kettenbruches tatsdchlich angegeben werden kann, was
also gelingt, wenn galt
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z=2i+1+

, A
2143+

245+ ——+——
Prot 2i + 7 + etc.

Dort ist es freilich anzumerken, dass nach Durchfiihren der Integration x" = A
werden muss, das heifit xx = A, wihrend x™ = z = x2*1 ist.

§23 Sooft aber der vorgelegte Kettenbruch nicht in diesen Bedingungen
enthalten ist, dann wird er auch durch die bis jetzt bekannten Methoden
keineswegs in endlicher Form ausgedriickt werden konnen, sondern wir miis-
sen zufrieden sein, seinen Wert auf die Riccati-Gleichung zuriickgefiihrt
zu haben, deren Auflosung natiirlich durch unendliche Reihen hinreichend
angenehm dargeboten werden kann, was wir an einem Beispiel aufzeigen
werden.

BEISPIEL

Es sei uns dieser Kettenbruch vorgelegt:

3+

4 + etc.

Hier wird also m = 1 und n = 1 sein, und der Wert von z muss aus dieser
Differentialgleichung gesucht werden:

xdz — zdx + zzdx = xdx,

und nach Auflosen dieser Gleichung wird A anstelle von x geschrieben wer-
den miissen, woher es klar zu tage tritt, dass die Integration so durchgefiihrt
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werden muss, dass, nachdem x = 0 gesetzt worden ist, z = 1 wird.

Es werde nun z = xv gesetzt, dass diese Gleichung entspringt:

dv + vovdx = d—x,
X

um welche angenehm in eine Reihe aufzulosen, wollen wir v = A1 getzen,

udx
und fiir konstant angenommenes Element dx wird

xddu — udx? =0,

welche leicht in eine nach den natiirlichen Potenzen von x aufsteigende Reihe
aufgelost werden konnen wird. Es werde also festgelegt

u = ax" + b+ x4+ At 4 et

und es wird sein

ddu

-7 = A - DM 24+ bA+ DA T c(A+2)(A+ 1)t +d(A +3) (A +2)xM T +ete,,

welche Reihe 7 selbst gleich sein muss, das heifst

ax™ 1 4 bt + exM 4 At e 4 et

Daher tritt es klar zu tage, dass der erste Term, aA(A — 1), der Reihe zu Null
gemacht werden muss, was auf zwei Weisen geschehen kann, indem entweder
A =0 oder A = 1 genommen wird.
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§25 Es werde also zuerst A = 0 genommen und unsere gleichzumachenden
Reihen werden diese sein:

I 2c+6dx + 12ex? +20f x> + etc.
und
I ax ' 4 b+ cx +dxx + ex® + etc;
es wird also sein:
b c b
=0 =75 =33 1323
. d b e b

34 122334 /15 122334245

weswegen unsere Reihe fiir # nach Nehmen von b = 1 sein wird

1 1, 1
u=x-+ 'zxx—l—

4
1.22.3° "1z 4" ™

5
tc.
1.22.32.42.5° T°C

§26

Auf die gleiche Weise wollen wir den Fall A = 1 entwickeln, und die fiir
% gefundene Reihe wird sein

1-2b+2-3cx +3-4dx* +4-5ex® +5-6fx* + etc.,

welcher dann diese gleich sein muss
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%:a+bx+cxx—|—dx3—i—ex4—|—fx5—|—etc.,

woher wird

1 b a
e o LA T Rl B -
d= < _ a e = d__ 4 etc
3.4 1-22.32.4 4.5 1-22.32.42.5 '
Daher werden also nach Nehmen von a = 1 fiir u diese Reihe:
1 1 3 1 4 1 5
u=x-+ xx + X~ + xX* + x~ + etc.

1-2 1-22.3° "1.22.32.4° "1.22.32.42.5

welche mit der vorhergehenden vollkommen tibereinstimmt.

§27 Nachdem nun der Wert des Buchstaben u gefunden worden ist, wird

wegen v = 4L sein

x? X x*
1+x+ 122 + 122.32 + 1223242 + etc.

xx x4
x+12+1223+1-22-32-4+12232425+etC

0=

Deshalb wird der Wert des vorgelegten Kettenbruches sein

x2 x3 x*
1+x+ 122 + 122.32 + 122.32.42 + etc.

x3
1+12+1223+1-22-32-4+12232425+etC

wo es in angenehmer Weise passiert, dass, nachdem x = genommen worden
ist, z = 1 wird. Deswegen, wenn wir x = A setzen, wird der Wert des vorge-
legten Kettenbruches sein
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1+A+ A22—|— 2232+ 223242+etc

A3
1+12+ 223+1-2232.4'*‘12232425“'6tC

KOROLLAR

§28 Wir wollen A = 1 nehmen, so dass dieser Kettenbruch vorgelegt wird:

* 5+ etc.

und der Wert von z wird auch auf die folgende Weise ausgedriickt werden:

1 1 1 1
= 2tip e tipertize LT + ete.

1 1 1
T4 15 + 1223 T 1232 T 1 32 75 et

dessen Wert in Dezimalbriichen ziemlich bequem ausgedriickt werden kon-
nen wird. Der Zihler wird aber = 2,279584 und der Nenner = 1,590635
aufgefunden, woher weiter der Wert von z = 1,432490 erschlossen wird.

§29 Dieser Wert kann aber auch aus dem Kettenbruch selbst abgeleitet wer-
den. Weil ndmlich alle Zahler = 1 sind, werden die absoluten Teile als Indizes

der Reihe nach aufgeschrieben und auf gewohnte Weise die Briiche darunter
geschrieben wie folgt:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 etc
10 43 225 1393

113 10 4 225 1393
o0 1 2 7’ 30 157 972 ©¢

24



welche Werte umso nidher an die Wahrheit herankommen, umso weiter sie
fortgesetzt werden.

25



